
单元  7：微分法的应用  
 
7.1 斜率  
 

教师可用圆形向学生介绍  ( ) (y f x x f x
x x

)∆ + ∆ −
=

∆ ∆
 这个差商的几何意义。  

 

学生应了解，当  ∆x  趋向  0 时， y
x

∆
∆

 的极限值为经过曲线上一点  (x , 

( )f x ) 的切线的斜率，并明白曲线  ( )y f x=   于某点  (x ,  ( )f x ) 的法线概
念。学生应能掌握简单曲线的切线及法线方程的求法。  

 
学生应可利用导数值符号的改变来决定有关函数的递增区域及递减区域。 

 
教师可首先利用曲线图像解释曲线的凸性，亦可利用简单函数  (如：

xy e= ， ， ) 去阐释曲线凸性的概念，并指出曲线在某点有
凸性改变时，该点称为拐点。学生应能求出曲践的拐点。  

lny x= 33y x= −1

 
7.2 极大和极小  
 
当学生已掌握了斜率及曲线凸性的知识后，便可与他们讨论转向点的理

念。教师可利用图像提醒学生以下各点：  
 

(i) 曲线的驻点不一定是它的转向点。  
 

  例一  
对于 3( ) 2f x x= ， 2( ) 6f x′ = x ，所以  (0) 0f ′ = 。但在其它位置， ，

因此  (0, 0) 是曲线的驻点而不是它的转向点。  
(0) 0f ′ >

 
(i i) 一个函数的极大值或极小值并不一定是它的最大值或最小值。  

 
教师可教导能力较高的学生，转向点可发生于在某些不存在导数的点  

(如：
2
3( ) 3f x = x ) 。教师应特别指出，当  d 0

d
y
x
≠  时，仍可能有极大或

极小值存在，例如  
2
33y x= 。  

 
极大值、极小值及拐点的判别可由以下两个基本试验决定：  

 
(i) 一阶导数的符号改变。学生可通过图像直观地了解其过程。  
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极大值  

极小值  

 
(i i) 二阶导数的符号。教师应强调，当  ( ) 0f a′′ =  时，不能对  (a ,  ( )f a ) 点
的凸性下任何结论。在此情况下，学生须用另一方法来决定那些点的

特性。学生应能判断采用何种方法较适合。  
 

  例二  
4( ) 3f x = x 的最小值在  (0, 0) 点，但  2(0) 12(0) 0f ′′ = = 。所以不能用二阶

导数的符号作试验。  
 
在实际问题上，须将变量的定义域限制在一个范围，故在寻找函数的最大

值或最小值时，需一并考虑定义域的临界值。教师可用现实生活例子解释。 
 
例一  
一产油公司计划建造一油管从油井  A 点输送原油至  C 点，然后把石油
以油轮运走。计划图则如下  :  
 

 

计划中的油管  

森林

 
A 点与  C 点给森林相隔，该森林阔  25 km，C 点在  A 点以西  100 km。
假设沿着森林建造油管的费用为每公里  $100,000，穿过森林时则为每公
里  $200,000。试决定图中交点  D 的位置，以便将建造油管的成本降到
最低。  
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 例二  
要设计一个没有盖的金属圆柱体容器，其固定容积为  V  cm3。若该容器的

设计要符合以下条件，试以其半径  r  cm 表示其高  h  cm：  
(i) 容器的表面面积为最小；  
(i i) 容器的焊接边长为最短。  

 
例三  

设  t  年后某城市的人口会达到  0.02
150( )

1 2 tP t
e−

=
+

 百万  ( t )。随着时间过

去，城市人口会趋向一固定值  P

0≥

0 百万。求这个固定值。求  ，由此

求出人口增长最快的年份，答案须准确至最接近的整数。  
( )P t′′

 
7.3 描绘简单曲线  
 
描绘函数  ( )  的图形时，应考虑下列各点：  y f x=
(i) 定义域；   
(i i) 递增区域或递减区域；   
(iii) 局部极大值及局部极小值；  
(iv) x  及  y  的截距；  
(v) 当  x →±∞  时，函数的状态；   
(vi) 曲线的凸性及拐点。  

 

学生应能描绘多项式及  ax b
cx d

+
+

 形式的有理函数的图形。  

此外，学生应学会求得曲线的垂直及水平渐近线的方法。  
 
例一  
流行性感冒在某城市散播。根据以往记录，在相似情况下，受感染的人数

为一  N(t) 函数，而  3 21( ) 10 300 250
3

N t t t t= − + + +

0 40t

，其中  t  以日为单位及  

。试描绘函数N(t) 在  0 t≤ ≤ 40 ≤ ≤  期间的图像，并且  
 
(i) 解释  N(0) 的数值；  
(ii) 求第  10 日后、第  35 日后受感染的人数；  
(iii) 求细菌于  t  = 11 日及  t  =12 日时的瞬间散播速率；  
(iv) 求受感染人数的最大速率；  
(v) 解释图像拐点的意义。  
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例二  

若函数  64( 3)( )
8

xf x
x

+
=

+
 表示某见习生完成  x  次打手练习课后，在单位时

间内打得的正确字数。试绘画函数 ( )f x  的图像，并估计该见习生完成大
量练习后的表现。  
 

7.4 变率  

 讲授本节时，教师应明确指出  d
d
y
x

 可了解为  y  对于  x  的变率。并举出

涉及不同变率的例子：  
 
例一  
一油轮触礁，漏出原油，形成  0.02 m 厚的圆形油污块。当油污半径为  50 
m 时，半径以每分钟  0.5 m 速率向外扩散。计算这时漏出油污的表面面
积及体积增加率。  
 
例二  
设某生产收音机的电子公司成本为  $C，收入为  $R，利润为  $P，各项的

计算公式为：C = 5000 + 2x；
2

10
1000

xR x= −  及  P = R − C，其中  x  表示每星

期生产的收音机数目。设当产量为  2,000 部时，产量以每星期  500 部
的速率增加，求这时的成本、收入及利润的增加率。  
 
例三  
设一梯子长  8 m，斜靠在一堵垂直的墙上，已知梯子的底端正以  2.5 m/s 
的速率滑离墙脚，当梯子的顶端兴地面的距离为  6 m 时，求该顶端往下
滑动的速率。  
教师可要求学生在求解前先估算答案。  
 
其它例子如某人在路灯下走过，人影长度的变率问题  ;  倒立正圆锥体容
器的漏水问题等，亦可用作讲解。  
 

7.5 近似值  
 
学生应学会一次微分的几何意义，包括：  

( )y f x′∆ ≈ ∆x  及  ( ) ( ) ( ) ( )f x x f x y f x f x x′+ ∆ = + ∆ ≈ + ∆ 。  
 

学生应可运用微分去计算在接近某特殊数值时函数值的近似值，并以  dx
x

 

作简单的误差估计。  
 
例一  
求  9.03  的近似值。  
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例二  
在一实验中，一球体的直径量度为  x  cm，其体积  V  cm3 可用公式  

31
6

V = πx  计算出来。若量得球体直径为  10 cm，量度误差为  0.02 cm，试

估计球体体积的最大及最小的可能值。  
 
例三  
在制造机械钟的过程中，钟摆的长度出现误差。一个长度为   米的单摆，

其摆动周期为  T  秒，而  2T
g

= π ，其中  g  为常数。如果钟摆的长度有  

3% 的误差，求在计算  T  时的误差百分率之近似值。  
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